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Semaine 6: 
Electrostatique 2



6.2

Matériaux «diélectriques»: 
composés de dipôles électriques microscopiques
(induits par E ou permanents)

Matériaux «magnétiques»: 
composés de dipôles magnétiques microscopiques
(induits par B ou permanents)

Dimensions
d’un atome ou
d’une molécule

m

m
m

m

Matériaux «diélectriques»
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C OO

NH
H

H

MOLECULE POLAIRE (DIPOLE ELECTRIQUE PERMANENT)

MOLECULE APOLAIRE (PAS DE DIPOLE ELECTRIQUE PERMANENT)

ROUGE: CHARGE NEGATIVE, BLEU: CHARGE POSITIVE

Molecule polaire et molecule apolaire
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H2OCO2
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p

p

déformation de la distribution électronique
(dipôle électrique induit

dans la direction du champ E)

orientation du dipôle électrique dans
la direction du champ 

Molécules sans dipôle électrique permanent
(molécules apolaires)

Molécules avec dipôle électrique permanent
(molécules polaires)

E
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0=E
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≠
>>

E + –

E

p

p

«Induction» et alignement des dipôles électriques
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MOLECULES
APOLAIRES

MOLECULES
POLAIRES

0=E

BpE k T>>

  →E L'agitation thermique 
s'oppose 

à l’alignement des dipôles.

Energie potentielle électrique (pE) 
vs

Energie thermique (kT)

T1 > T2 T3>

EE E
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Multipôles électriques

( )

0

2

3 5
0

1 ( )( )
4

pour  et  
1 1 1 1 1 ...

2

31( ) ....
4

ou
                      c Moment  de monopo                        l e éle

V

i j ij
ij

V dV

r r r R

r r r

rr rQV Q
r r r

Q qα
α

ρ
πε

δ
πε

′
=

′−

′>> >>

′ ′= − ⋅∇ ⋅ + ⋅∇ −
′−

 −⋅
⇒ = + + +  

 

∫

∑

rr
r r

r r
r r

p rr

 trique (ou charge totale)

Moment de dipôle électrique (ou ( )                

d

           

(1 1( )   d       
2 2

dipôle électrique)

Moment de qua rupole électrique ou qua

V

ij i j i j
V

dV q

Q r rr dV q r r

α α
α

α α α
α

ρ

ρ

=

=

∑∫

∑∫

p r r r

r



 rupole électrique)

Une distribution de charge localisée 
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est confinée entièrement 
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Potentiel et champ électrique produit par un dipôle électrique
avec deux charges
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p: moment de dipôle électrique

Le champ électrique E (et le potentiel 
électrique V) créé par un dipôle électrique 
diminue plus rapidement que le champ 
électrique E (et le potentiel électrique V) 
créé par une charge électrique ponctuelle.
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 E

 E

 E

 E

AF 29, G 158
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1 2 2

0  / 0i
iS S S

d d d q ε⋅ = ⋅ = ⋅ = =∑∫ ∫ ∫E s E s E s
  

Notes:
1. Flux de E pour un dipôle.

2. Dépendance de l'origine du système de coordonnées. 
Si la charge totale est nulle, le moment dipolaire est indépendant du choix de l'origine.
Si la charge totale n'est pas nulle, le moment dipolaire dépend du choix de l'origine.

G 157, Z 92

 dépend de l'origine 
du système de coordonnées
p

1

Note: 0  n'implique pas 0  
S

d⋅ = =∫ E s E


 i i
i

q= ∑p r

ˆ  qa=p a a
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Force, couple, énergie potentielle pour un dipôle électrique dans un champ E

Calculons la force et le couple exercée sur une distribution de charge neutre  par un champ électrique externe 
qui change "lentement" dans l'espace. Lentement signifie que le champ électriq

( ) ( ) ρ ′ ′r E r
ue est bien approximé 

par une expansion de la série de Taylor à deux termes autour d'un point de référence  situé dans la distribution de charge:r

Z 96, G 171
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0q q+ −= + = − =F F F E E

le couple tend à aligner 
le dipôle avec le champ

  ( )  ( )      q+ + − −= × + × = × = ×N r F r F a E p E

Dipôle électrique avec deux charges 
dans un champ E uniforme
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Couple agissant sur le dipôle électrique:
(par rapport au centre du dipôle)

Force agissant sur le dipôle électrique
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Susceptibilité, permittivité, constante diélectrique
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Champ électrique à l’intérieur d’un isolant diélectrique

0 0

0

0 0

Equations de Maxwell et relations pertinentes:

                          

/            /   

           
Pour un matériau linéaire:       
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plaques métalliques infinis

Exemple 1. Plaques métalliques infinis dans le vide (cas particulier εr=1)  

S: surface gaussienne d’intégration (cylindre ou parallélépipède rectangle)

Exemples de calcul du champ électrique dans un condensateur a face parallèle

σ σ−
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dipôle électrique+ –

Le champ E à l'intérieur du matériau 
diélectrique (isolant) est réduit 
par effet de la polarisation du matériau. 

Exemple 2. Plans métalliques infinis avec diélectrique
σ

Cylindre (ou parallélépipède rectangle)

bσ− σ−bσ

:  densité de charge de surface totale 
      (=  dans cet exemple) 

: densité de charge de surface liée
:  constante diélectrique

f

b

r

σ
σ

σ
ε

a. Calculs à partir de la loi de Gauss pour le champ E:
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b. Calculs à partir de la loi de Gauss pour le champ D:
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| |E

| |D

1 32

1 32
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x1

1 32

Note 1:  
D est, dans cet exemple, influencé uniquement par les charges «libres».
(Ce résultat n’est pas valable en général !!!)

1
1 2 3
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1 2 3
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ˆ ˆ( )                   ( )                   ( )   
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2 0 0 0( ) ( ) / ( ) / /b rE x Pσ σ ε σ ε σ ε ε= − = − =
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x2
2 1 0( ) ( ) /E x E x σ ε= =

x1

Note 2. 
Le champ E à l'intérieur du matériau diélectrique (isolant) est réduit par effet de la polarisation du matériau. 

le champ E est réduit d'un facteur εr

2

(vide, 300K)  1
(air, 300K)  1.00054
(plexiglass, 300K)   3.5
(verre, 300K)   (3 a 10)
(quartz, 300K)   4.5
(H O, 300K)   80

r

r

r

r

r

r

ε
ε
ε
ε
ε
ε

=
≅

≅
≅
≅

≅
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Rappel: champ électrique à l’intérieur d’un conducteur

0σ < 0σ >0ρ =
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εr

Ecrantage du champ E dans un diélectrique
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d dV q

d d E r

qE r
r

ρ

ε ε ε ε π

πε ε

⋅ = =

⋅ = ⋅ =

⇒ =

∫ ∫

∫ ∫

D S

D S E S



 

εr=1
q

q



6.22

2

0 0 0 0 0 0

2

0 0 0

1: ( ( ) )               4 ( )

:                                                                          4 ( )
R

f b b R
R

V V V S

f

V V S
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
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1 2
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2
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1( ) ( )      (Condition:   (voir chapitre "Apercu de l'électromagnétisme" )

1 1 1 1( ) ( ) ( )                          4                  ( )      ( )
4 4
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E R E R E E

qP R D E R E R S R E R E r
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ε
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 

+
–

+–+–
+– +–

+– +–

+ –+ – + –

+ –+ – + –

+–+– +–
+–+– +–

+–

- - ------
R+

R
Modèle équivalent 
(charges liées de surface)

Réalité 
(dipôles électriques)
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Problèmes électrostatiques 
avec géométrie plus compliquée 
  A partir de ( , , )  détP rob ermilèm nere  s ( , ,: )rQ Q ε+ − E D P

+
+
+
+
+
+
+
+

̶
̶
̶
̶
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̶
̶
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+–+– +–
+–+– +–
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+–
+–

+–
+–

+Q

-Q

+Q
-Q

0 0=       =

?
?
?

rε ε ε+

=
=
=

D E P D E

E
D
P

0 0=       =
Par  symétrie: 

ˆ     avec  const  entre les plaques
ˆ     avec  const  entre les plaques
ˆ     avec  const  entre les plaques

r

E E
D D
P P

ε ε ε+

≅ =
≅ =
≅ =

D E P D E

E x
D x
P x

Solution: 
Facile 
(analytique)

Solution:
Difficile 
(numérique)
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0 0

  
Sphère diélectrique dans un champ homogène . A partir de ( , ),  déterm
Problème

i
:

ner ( , , )rεE E E D P

+ 
– + 

–

+ 
–

+ 
–

+ 
–

+ 
–

+ 
–

+ 
–

+ 
–

+ 
–

+ 
–

+ 
–

Solution: 
Relativement 
facile avec une 
modélisation 
appropriée 
(analytique)
(voir exercice 
Série 6) 
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Une charge q est déplacée “quasi-statiquement” (i.e., avec énergie cinétique négligeable) 
de rA à rB sous l’action d’une force qui équilibre en chaque point la force électrique qE.

Le travail W fait par cette force est:

( ) ( )

 

 

( )    ( )

      ( )    ( )   

B A

B B B

B A

A A A

E E

E

W

W

U U

d q d q d qV qV

U qV

=−

= −

= ⋅ ⋅ =− ⋅ = −∫ ∫ ∫

⇒

=

r r r

r r r
 

r r

F l E l E l r r

r r
UE :Energie potentielle électrostatique

de la charge q
en r

Notes:
1. Le travail effectué est indépendant du chemin que vous prenez de rA à rB (la force électrostatique est conservative).

2. Une particule chargée placée dans un champ électrique E possède une énergie potentielle électrostatique parce que le champ exerce sur elle une 
force. Du travail a dû être fourni pour amener la charge en un point donné du champ E.
(Analogie avec l’énergie potentielle gravitationnelle).

3. Le potentiel électrique en un point d’un champ électrique est défini comme l’énergie potentielle d’une charge unité placée en ce point. 

4. Unités:   [V]=V , [q] =C   [W] =[UE]=J;   (1 eV = 1.6x10-19 CV= 1.6x10-19 J) 

Energie potentielle électrostatique d’une charge

V: potentiel électrique
en r

G 91, J 40, Z 74 
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Exemple: Charge ponctuelle q dans le champ E d’une charge ponctuelle Q 

Q < 0Q > 0

qQ > 0; q > 0
Q < 0; q > 0

22
0 00

4
1    ( ) ( ) 

1 1ˆ        44
r r

r r

Q V Vr
Q
r

Qd d d drrπε πεπε
∞ ∞

∞ ∞

∞= = − −⇒ ⋅ = ⋅ = ⋅ = =∫ ∫ ∫ ∫E rr E r E r E r

V dépend de la charge «source» Q

0

1( )    
4E

QqU r
rπε

=

UE dépend des deux charges

En supposant ( ) 0V ∞ =

EU
EUQ < 0

q
Q > 0

Potentiel électrique associé au champ électrique créé par la charge Q

Energie potentielle électrique de la charge q dans le champ électrique créé par la charge Q
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Energie potentielle électrostatique d’une ensemble de charges 
dans le vide

L'énergie potentielle électrostatique est définie comme le travail total requis pour assembler une distribution de charge à partir de l'état initial où toute la charge est «dispersée à 
l'infini spatial». Nous supposons que le travail est effectué de manière quasi-statique par un agent externe de manière à ce qu'aucun effet dissipatif ne se produise.

Z 76 , G 91, J 41

Le travail requis pour amener la première charge à partir de l'infini est zéro, car E = 0 partout 
(le champ produit par la charge elle-même n'exerce aucune force sur la charge elle-même !).

Donc l’énergie potentielle électrostatique totale pour une charge est:

Le travail requis pour amener la deuxième charge en place dans le champ E produit par la première charge est:

Donc l’énergie potentielle électrostatique totale pour deux charges est:

Le travail requis pour amener la troisième charge en place dans le champ E produit par la première et la deuxième charge est:

Donc l’énergie potentielle électrostatique totale pour trois charges est:

1 0W =

( ) ( )( ) 1
2 2 1 2 1 2

0 1 2

1
4

q
W q V V qπε= − ∞ =

−
r

r r

Exemple: 
Ensemble de trois 
charges ponctuelles

( ) ( )( ) 1 2
3 3 1,2 3 1,2 3

0 1 3 2 3

1
4

q q
W q V V qπε

 
= − ∞ = + − − 

r
r r r r

,1 0EU =

1
,2 1 2 2

0 1 2

1
4E

q
U W W qπε= + =

−r r

1 1 2 1 2 1 3 2 3
,3 1 2 3 2 3

0 0 01 2 1 21 3 2 3 1 3 2 3

1 1 1
0 4 4 4E

q q q q q q q q q
U W W W q qπε πε πε

   
= + + = + + + = + +   − −− − − −   r r r rr r r r r r r r

1q

2q

3q
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Cela peut être généralisé à N charges ponctuelles qi et pour à une distribution continue de charge ρ(r) :

( )
0 01 1 1

1 1 1 1
4 4 2 2

N N N N N
i j i j

E i i
i j i ji j i i j i i

q q q q
U qVπε πε

= > = ≠ =

= = =
− −∑∑ ∑∑ ∑ r

r r r r

( ) ( ) ( ) ( ) 23
0

0

1 1 1 1
 '   4 2 2 2E E

V V V V V

U d r dV V dV dV u dV
ρ ρ

ρ επε
′

′
= = = =

′−∫ ∫ ∫ ∫ ∫
r r

r r E
r r

Les termes i = j doivent être omis dans la double somme  
(ce sont des termes non physiques de "auto-énergie infinie")

Distribution de N charges ponctuelles qi

Distribution continue de charge ρ(r)

Potentiel électrostatique dû à toutes 
les charges, sauf la charge qi (voir G 96)

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0
0

0

1 1
                  et                        2 2

1
mais, math.(G. 37) :       2

mais                                  et:   

E E

V V

E

V V

U VdV U VdV

V V U V dV V dV

V

ρ
ρ ε

ε

ε

= ∇ ⋅ = ⇒ = ∇ ⋅

 
 ∇ ⋅ Φ = ∇ ⋅ − ⋅ ∇ ⇒ = ∇ ⋅ − ⋅ ∇ =
 
 

∇ = −

∫ ∫

∫ ∫

E E

E E E E E

E ( ) ( )

2 2
0 0

                0

1 1
           ou:            2 2

V S

E E E

V V

V dV V d

U dV u dV uε ε

∇ ⋅ = ⋅ =

⇒ = = ≡

∫ ∫

∫ ∫

E E s

E E



Nous avons donc des expressions 
équivalentes pour l’energie potentielle
électrostatique UE pour une:
- distribution de N charges ponctuelles qi
- distribution continue de charge ρ(r)Surface très loin de toutes les charges

Théorème de la divergence
Volume beaucoup plus grand 
que le volume occupé par les charges
(volume où le champ E est significativement différent de zéro)

Z 78 , J 41, Z 179, G 94
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( )2
0

1

Selon l'équation   est toujours positive.   Selon l'equation peut être positif ou négatif.

Quelle équation est cor

Note : Une incohérence....apparente (voir 
1 1

 ,  ,   

G. 

2 2

96):
N

E E E i i E
iV

U dV U U qV Uε
=

= = ∑∫ E r

recte ?
 La réponse est: ils sont tous les deux corrects mais l'énergie qu'ils représentent n'est pas exactement la même!

Où l'incohérence s'est glissée dans la dérivation des equation ?

Le «défaut» se s ( )

( ) ( )
1

itue entre les équations 

représente le potentiel dû à toutes les autres charges mais pas a , alors que dans le dernier,  est le "plein" potentiel. 
Pour une dist

1 1
  et   2 2

N

E i i E
i V

i i V

U

q

qV U VdV

V

ρ
=

= =∑ ∫r

r r

2
0 :

ribution continue, il n'y a pas de distinction, puisque la quantité de 
charge juste au point  est extrêmement petite, et sa contribution au potentiel est 

1

nulle. 

Conclusion:  
1

  2 2E

V V

U dV V V

r

dε ρ= =∫ ∫E ( )

e

 donne l'énergie totale stockée dans la configuration de charge  

Pour une charge ponctuelle cett  s

 .

1
4

equation donne un energie infini, donc n'est pa  applicable dans le cas de charge pontuelle.

EU

ρ

π
=

r

( )
0 1 1

est approprié pour des charges ponctuelle, 

car nous préférons laisser de côté la partie de l'énergie totale attribuable à la "fabrication" des charges ponctuell

1 1
 :   2 2

N N N
i j

i i
i ji j i i

q q
qV

ε
= ≠ =

=
−∑∑ ∑ r

r r

es. 
Les charges ponctuelles (e.g., les electrons) nous sont données "prêt à l'emploi", tout ce que nous faisons est de les déplacer. 
Puisque nous ne les avons pas rassemblés, et nous ne pouvons pas les démonter, 

 la quantité de travail qui serait nécessaire pour les assembler.il est raisonnable de ne pas considérer

G 96
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Par définition, l'énergie potentielle électrostatique est le travail requis pour assembler le système de charges.
Lorsque les diélectriques sont impliqués, il y a deux manières d'interpréter ce process

( )

2 2*
0 0

us:

1) Nous apportons toutes les charges libres et liés , une à une et les collons chacune à son empl

 
 

1 1
      

é

m

     

ace ent final.
Si tel est le cas:

Dans ce cas, le travail im l

 2 2

p iqu

E E

V

U dV uε ε= =∫ E E

 dans l'étirement et la torsion des molécules (polarisation) n'est pas inclus.

Avec le diélectrique non polarisé en place, nous apportons les charges libres,
une par une, permettant au diélectrique d
2) 

o

e répondre comme il l'entend.
Si tel est le cas:

1 1
              2 2

Dans ce cas, le travail impliqué dans l'étirement et la torsion des molécules 
o

(polaris
u

ation) .
N s ut

t
iliser

es  inclus  

E E

V

U V ud= ⋅ = ⋅∫E D E D

ns cette definition pour l'energie potentielle électrostatique totale.

Energie potentielle électrostatique d’une ensemble de charges
en présence d’un matériau diélectrique linéaire

G 199, J 165, Z 180

1
    (et ne sont valables que si le comportement du matériau est linéaire.2

Pour les systèmes dissipatifs et les systèmes non linéaires, l'énergie potentielle perd son s

N
1

 ) ote : 2 1  E

V

E

V

dV U VdVU ρ= ⋅ =∫ ∫E D

0 0 0

ens, 
car le travail effectué dépend non seulement de la configuration finale,  mais aussi de la manière dont elle a été obtenue.

1 1 1
    Energie potentielle totale d2Note 2 2 2: 

V V V

dV dV dV⋅ − ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫E D E D P E 0

0

es dipoles dans un champ électrique  dans le vide.

(énergie pour polariser un matériau linéaire tenant les charges qui ont créé  fixe)

E

E
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Exemples de calcul de l’énergie potentielle électrostatique

Q

( ) ( ) ( )
2

2 2 2
0 0

0
0

1 1 3 1 1
  (4 )2 2 5 4 2E

V

Q
U dV r dr QV RRε ε π

πε

∞

= = = ≅∫ ∫E r E r

3
0

2
0

ˆ           4
1 ˆ          4

Q r r RR
Q r Rr

πε

πε

 <= 
 >


r
E

r

1. Energie électrostatique d’une sphère isolante avec εr=1 et densité de charge libre uniforme:

R

( ) ( )

( ) ( )

( )

0

0

1
4

1
4

Assuming 0 ( )  

R

V R V d

Q
V R V R

Q
V V R R

πε

πε

∞

− ∞ = − ⋅

⇒ − ∞ =

∞ = ⇒ =

∫E l

34
3

1

f

r

Q Rρ π

ε

=

=
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2. Energie électrostatique d’une sphère isolante avec εr>1 et densité de charge libre uniforme:

G 199

0

3 3

2 2
0

2

0

Don

33              

c

             

3 3

1 1  42 3

:

2 3

De la loi de Gauss:

          ( < )ˆ          ( < )ˆ
( )= ( )=

      ( > )          ( > )ˆ ˆ

ff

r

f f

f f
E

rV

rr

R R
r r

U dV r r

r Rr R

r R r R

ρρ
ε ε

ρ ρ
ε

ρ ρ πε ε


 

 
 
 

 = ⋅ =  
 ∫E D

rr
D r E r

r r

22 3 3 2 5
4

0 00

1 2 14 13 3 9 5

      

R
f f

f
rR

dr R R r dr Rr
ρ ρ ππ ρε ε ε

∞     + = +     
     

∫ ∫

Q

R
34

3
1

f

r

Q Rρ π

ε

=

>

2 2
2 0 2* 2 2 3 2 5

0 4 2
0 0 00

* *

N

é

ote:

1 1 2 14 4 1            12 2 3 3 9 5

                                             (  car  n'inclut pas l'

R
f f

E rf
r rV R

E E E

U dV r r dr R r dr Rr

U U U

ε ρ ρ πε π π ρ εε ε ε ε ε

∞      = = + = + >      
       

⇒
>

∫ ∫ ∫E

( )2* 5 *

0
 

n

 

ergie impliquée

(

)
2 1         d

 dans la polarisation

    est l m

 des molécules

énergie impliquée dans la polarisation es olécule45 s' )

      
E E r E EfU U R U Uπ ρ εε− = − −
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3. Energie électrostatique d’une distribution de charges sur une sphère conductrice:

q
dq

2
2

0

1 1
                       2 2

Q

E

q q Q
dW dqV dq W dq CV UC C C= = ⇒ ∆ = = = =∫

0
0

2 2

0

( )    ;          ;

1 1
2 2 4

1 44

            E

QV R C RR
Q QU
C Rπε

πεπε= =

⇒ = =

R

2 2 2
2 2

0 0 2 2 2
0 0 0

4
(4 4 4

Plus rapidement:

1 1 1 1
             2 2 2 2)E

V R R

Q Q Qdr
U dV r dr

r r R
π

πε πε πε
ε ε

∞ ∞

= = = =∫ ∫ ∫E

1 1 1

4. Energie électrostatique pour un système de condu
1 1
2 2

cteurs
N N N

E i i ij i j
i i j

U W QV C VV
= = =

= = =∑ ∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2
0

0

0

De la loi de Gauss:
0                ( < )

 ( )=      1 ˆ   ( > )4
1

4
1Assuming 0 ( )  4

      

R

r R
Q r Rr

QV R V d Edr V R V R
QV V R R

πε

πε

πε

∞ ∞


 ⇒


− ∞ = − ⋅ = ⇒ − ∞ =∫ ∫

∞ = ⇒ =

R

E r
r

E l
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5. Energie électrostatique dans un condensateur avec diélectrique

+Q -Q

0 0
2 2 2

2 2
0 0 0 0

2

0

Dans le diélectrique (voir diapositives précédente

1
2

1
ˆ ˆ ˆ ˆ;    

1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2

r

2

1 1
2

ma

s):

(voir diapositivei s ps 

E

V

r r

E
r r r r

V V

E
r

U

Q Q
A A

Q Q Q Q Q
U Ad dA A AA

V

A

Q
U dA

d

dV dV

σ
σε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε ε ε

ε ε

= ⋅

= = = =

⇒

=

= ===

⇒

∫

∫ ∫

E D

E x x D x x

0

2 2
2 2

0
0

     

é

     et   

1 1 1 1 1 1

cédentes

2 2 2 2 2

):

r

E r
r

A
C Q CVd

Q A Q
U d V CV QVA d C

ε ε

ε εε ε

= =

⇒ = = = = =
Expressions équivalentes pour 
l'énergie électrostatique
dans un condensateur.
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6. Force sur chacune des deux plaques métalliques du condensateur
2

2
0

0

1 1 1
2 2

Force que je dois appliquer à la plaque metallique
Force sur la plaque metallique

Le condensateur est chargé et isolé (
Travail que j

:
:

const.):
         :

me

me

E me e

E

m

r
r

Q A
U

Q
dU F dx F

xA x

dx

V ε εε ε

=
=

= =

= −F
F

F

2 2

0 0

e dois faire pour déplacer la plaque metallique de ,

1 1 1 1
2 2

Le con x

 

     

densateur est connecté à une source de tension fi e (

                        

const.):

E

E me

r r

dU
F dx

d
F dx

V
dU F d

dx

Q Q
xA Aε ε ε ε

⇒ = − ⇒

= − = −

=
=

2 2
0

    
i

    :
:   

Travail que je dois faire pour déplacer la plaque metallique de ,
                                      Travail effectué par la source de tens on 

1 1
2 2

me

r

x VdQ F dx
VdQ

d dQ
F Vdx d

dx

A
x xV Vε ε ε

+

= − + =
2

2 2
2

2 2
0 0 0 0 02 2 2 2 2 2

0

1 1 1 1 1
=2 2 2 2

Donc: 
1) La force exercée sur  la plaque metallique ne dépend pas du fait que  ou  est maintenu constant.
2) La force sur la

r r r r r
r

A A A A Q A Q
V V Ax x x x Cx x

Q V

dC
V Vdε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε+ − = − − −= =

 plaque la plaque metallique est vers l'intérieur du condensateur (vers la direction  négative).x

x

 meF F
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+Q0 -Q0

d

+Q0 -Q0

CAS 1: le condensateur est chargé et isolé (Q1= Q2=const.) 

Si Q=const., l'énergie électrostatique dans le condensateur est diminuée avec l'introduction de la plaque diélectrique.
Le diélectrique subit une force vers l'intérieur du condensateur. Le travail est donc négatif. Ceci est cohérent avec le fait que l'énergie 
électrostatique dans le condensateur diminue.

d

0 0 0 0 0

2
,0 0 0

     ;      

1
2E

AQ C V C d

U C V

ε= =

⇒ =

1 1 1 0 1 0 0

2 2
0 02 2

,1 1 0 0 01 02 22
1 0

2
,1 0 0

     ;      

1 1 1 1 1= 2 2 2 2
1 1
2

r r

E r r
r r

E
r

AQ C V Q C Cd
Q QU C V C C C VC C

U C V

ε ε ε

ε ε ε ε

ε

= = = =

⇒ = = =

⇒ =

7. Différence d’énergie électrostatique dans un condensateur sans et avec diélectrique

2 2 2
0 0 00 0 0

1 1 1 1 1(1 )2 2 2E
r r

U C V C V C Vε ε∆ = − = −
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d

+Q1 -Q1

CAS 2: le condensateur est connecté à une source de tension fixe isolé (V0= V1= const.). 

+Q0 -Q0

0 0 0 0 0

2
,0 0 0

     ;      

1
2E

AQ C V C d

U C V

ε= =

⇒ =

Si V=const., l'énergie électrostatique dans le condensateur est augmentée avec l'introduction de la plaque diélectrique.
Le diélectrique subit une force vers l'intérieur du condensateur. Le travail est donc négatif. Afin de maintenir une différence de potentiel 
constante, le générateur externe doit fournir des charges et donc effectuer un travail. Cela explique pourquoi l'énergie électrostatique dans le 
condensateur augmente même si le travaille de la force externe est négatif. 

1 1 1 1 0 1 0 0

2 2
,1 1 01 0

     ;      

1 1= 2 2

r r

E r

AQ C V C V C Cd

U C V C V

ε ε ε

ε

= = = =

⇒ =

2 2 2
0 0 00 0 0

1 1 1 (1 )2 2 2E r rU C V C V C Vε ε∆ = − = −
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8. Force sur le diélectrique dans un condensateur

G 202

d

x

 meF

 F

l

Surface de plaque metallique: A lw=

( )( )
2

0 0 0 2

Force que je dois appliquer à la plaque diélectrique
Force sur la plaque diélectrique

Le condensateur est chargé et

 

:
:

( ) 1 1 ( )
( ) 1           ( ) ( ) ( ) =2 2 ( )

me

me

r
r r E

wx w l x w Q x
C x x l U x C x V xd d d C x

ε ε ε ε
ε ε

−
= + = − + =

= −FF
F

( )2
2 2

2
2

0

 isolé (
Travail que je dois faire pour déplacer le diélectrique de 

const.):
         :

 

                             

1 1 ( ) 1 ( )
2 ( ) 2 ( )

,

2 12 r

E me me

E

Q
dU F dx F dx

dU
F dx

d Q Q dC x dC x
F Vdx

w
C x dx dx

dx

VdC x
ε

ε

=
=

⇒ = − ⇒

= − = = −= −

CAS 1: le condensateur est chargé et isolé (Q=const.). 
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d

x

 meF

 F

l

Surface de plaque metallique: A lw=

( )( )
2

0 0 0 2

Force que je dois appliquer à la plaque diélectrique
Force sur la plaque diélectrique

Le condensateur est connecté 

 

:
:

( ) 1 1 ( )
( ) 1           ( ) ( ) ( ) =2 2 ( )

me

me

r
r r E

wx w l x w Q x
C x x l U x C x V xd d d C x

ε ε ε ε
ε ε

−
= + = − + =

= −FF
F

à une source de tension fixe (
Travail que je dois faire pour déplacer le diélectrique de ,

                                      Travail effectué par la sour

const.):
        :

:  
E me me

V
dU F dx VdQ F d xx

VdQ
d

=
= +

( )2 2 0 22

ce de tension
 

12

Donc: 
La force exercée sur le diélectrique ne dépend pas du fait que  ou  est maintenu constant.
La force dans le deux cas

 
1 ( ) ( ) 1 ( )
2 2

E
r

w
V

ddU dQ dC x C x dC x

Q

F V V V Vdx dx x d

V

dx d dx
ε

ε= − + = − + = = −−

 est vers l'intérieur du condensateur (vers la direction  négative).x

CAS 2: le condensateur est connecté à une source de tension fixe isolé (V=const.). 

Note: Dans le cas réel, je dois également tenir compte de la force de gravité. La force totale que je dois appliquer
est donc Fme,tot=Fme+mg, ou m est la masse de la plaque diélectrique.



6.40

Note 1: Les matériaux diélectriques sont attirés par les champs 
électriques en raison de l’orientation des dipôle 
électriques(polarisation des molécules).
(Les matériaux conducteurs sont attirés par les champs électriques 
en raison de la redistribution des charges)

d

x

 meF

 F

l

Note 2: Si le champ électrique était parfaitement 
homogène, il n'y aurait aucune force sur la plaque 
diélectrique. La force sur la plaque diélectrique est due au 
champ électrique non homogène situé dans la «fringing
region» (i.e., le long des bords des plaques métalliques).
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le couple tend à aligner 
le dipôle avec le champ

9. Energie potentielle d’une dipôle électrique dans un champ E uniforme

le minimum d'énergie potentielle 
est obtenu lorsque 
le dipôle p est aligné avec le champ E

( ) /2
/2

 

 

 

          ( ) cos cos   

  sin cos

 

c  

 

 os  

  

E

E

E

U qV qV q V V qEd qEa pE

U pE d pE pE

U

θ
θ

π
π

θ θ

θ θ θ θ

+ − + −= − = − = − = − = − =− ⋅

= = − = − =− ⋅

⇒
=− ⋅

∫

p E

p E

p E

 
L'énergie potentielle électrostatique   est l'énergie électrostatique 
d'un dipôle électrique  "indivisible" dans un champ électrique externe . 
(l'énergie potentielle électrostatiqu

Remar
  

que:

EU =− ⋅p E
p E

2
1

2
0 01 2

e de la distribution de charge formée par 
la charge positive et négative du dipole est:

1 1
 )4 4E

q q
U q aπε πε= =

−r r

q=p a +q

a
-q

  θ
+F

−F
E
d
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Courant électrique

Courant électrique: Flux de charge par unité de temps à travers une surface A

           ( )  

ou  (plus  en générale):

     

d

d

A A

dQ Q nq xA
I nqv A JAdt t t

I nq d d=

∆ ∆
= = = =
∆ ∆

⋅ ⋅∫ ∫a av J





3

Charge de la particule "mobile" :                         

Densité de particules chargées "mobile":             

Densité de courant:                      

                   [C]
                    [1/m ]

q
n

2                     

Courant:                                                           

Vitesse de "drift" des charges :                           

             [A/m ]
            [A]

           

d

d

nq
I JA
=

=

J v

v        [m/s]

Z 272
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(charges libre)

1

:   densitè de charge "mobile"                         :  densitè de charge 
En géneral:  
Dans un conducteur métallique (e.g., Cu) neutre :

0;     

N :

  

o

 

te 1

 

i i d
i

q nq
dV

nq
nq

n

ρ
ρ

ρ

 
= 

 

≠

=

∑J v v

93 3

19

0

18

29 1 1 m m

1 A = 1 C/s
Charge de l'électron: 1.6 10  C un courant de 1 A est constitué de 6 10  électrons/s  à travers la surface 

Conservation de la charge:

C

Note 2: 

Note 

10 1

3

/

: 

.6 10 10 Cq ne

e A

− −

−

= ≅

≅ × ⇒

× × ≅

×

( , ) ( , )   0         Courant électrique stationnaire: 0

 pour un courant électrique stationnaire 0

t t
t t

∂ ∂
+∇ ⋅ = =

∂ ∂
⇒ ∇ ⋅ =

J x J xJ

J
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La loi d’Ohm

Modèle de Drude:

               

Pour une seule charge entre deux collisions:

( ) (0) 

Pour un grand nombre de charges:
(0) 0

  (0)   

:  temps moyen entre deux coll

e

e

d
e e

qq m

qt tm

q qt Em m τ

τ

= ⇒ = ⇒

= +

〈 〉 = ⇒

〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉 ≅

F E a E

v v E

v
Ev v v

isions
:  vitesse de "drift" (vitesse effective dans la direction du champ )dv E

A cause des collisions avec les ions fixes, la vitesse des 
électrons libres dans un solide atteint une valeur limite vd
(vitesse de «drift») proportionnelle au champ électrique E
(similaire au frottement visqueux). 

0 0d= ⇒ =E v 0 0d≠ ⇒ ≠E v

2

2

2

Loi de O

é

hm "l

 

oca

 

le

       

  
          

Conductivit  électrique [1/ m=S/m]:   

Résistivité électrique [ m]:     

"

 

d
e

d
e

e

e

q
m

nqnq m

nq
m

m
nq

τ

τ σ

σ

σ τ

ρ τ

=

⇒

= =

⇒
=

Ω ≡

Ω ≡

v E

EJ v E

J E



Z 275

⇒
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         ( )     

            

Loi d'Ohm "locale"

Loi d'Ohm "globa "  

(

le

)

   

E V
l

l lV I RI
A

V RI
l lR
A A

σ σ

σ σ

σ
ρ

= = ∆

⇒

∆ = = =

⇒
∆ =

=

J

J



( )

0

0

0
0 0

0

           Condition stationnaire : 0              

  0

ˆ cost

       
l l

V t t

V
E

d V d E l

VE l

ρ
ε

∂ ∂
= −∇ + =

∂ ∂

∇ ⋅ = =

⇒
= −∇

= =

⇒

⋅ = ∆ ⋅ =

⇒
∆

=

∫ ∫

A AE

E

E
E x x

E l E l

E n’est pas nul dans le conducteur.
(courant stationnaire mais charges pas statiques…
donc la condition n’est pas «électrostatique»)
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Attention à la confusion entre:   (résistivité) et  (densité de charge dans un volume), 
                                                 (conductivité) et  (densité  de

Notes:
1. Problème de notation

ρ ρ
σ σ  charge sur une surface)

(0) 0             mais  (0) 0   (agitation thermique des électrons)

                               

2.Vitesse d'agitation thermique et temps moyen entre deux coll  isions : 

 

v〈 〉 = 〈 〉 ≠v

53       (0) 10  m/s   (!!)  pour 300 K

Le libre parcours moyen  est un peu plus grand que la distance entre les atomes . 
10Donc le temps entre les collisions est:  

th
e

atoms

atoms

th th

kTv v Tm
d

d
v v

λ
λτ

〈 〉 ≅ = ≅ ≅

 

9
14

5

28 3 2

7 2

10  m 10  s10  m/s

Pour un fil de cuivre ( 8.5 10  électron

C

s/m ) avec sectio
3. Vitesse d

u
e drift:

4. 

n =1 mm  avec un co rant =10 A

10  A/m      1 mm/s   (!!)    (!!)  d d d th

n A I
I JJ env v v vA en

−
−

≅ × ⇒

= = = ⇒ = ≅ ⇒ <<

 

0 pour un conducteur en conditions électrostatiques (charges statiques, donc pour =0). 
Pour un conducteur parfait (avec ),  / 0 aussi pour 0.
Pour un

hamp 0 ou  0  dans un conducteur ?   

σ σ
=

=

= ≠

∞ = = ≠
E J

E

E J J

E

 conducteur réel 0 en conditions électrostatiques (charges statiques) mais 0 pour 0. 
                  

= ≠ ≠E E J
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0

2

0 0

0

  (   )  
11 11 /

1 1               a

Phénoménologiq

5.

vec   1 /      

 En présence d'un champ

uemen

 magnétique....

6

      

t,

 

 la 

 

1 1 1 /

den. 

z y

z x

y x

q

B B
nq nq

nqB B
nq nq m

B B
nq nq

σ

τσ σ σ σ

σ

= + × ⇒
− − 

 
 = ≡ − ≡ 
 
 − 
 

F E v B

J E

sité de courant dans de nombreux systèmes obéit à la loi d'Ohm. 
Mais la loi d'Ohm n'est pas une consequence "mathematique" des équations de Maxwell et de la force de Lorentz.
 
                  Dans un métal, la loi d'Ohm est généralement valide.
Dans un semi-conducteur tel que le Si avec un côté 
dopé avec B et un côté dopé avec P ( jonction pn ou 
diode), la loi d'Ohm n'est pas valide.
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métal

supraconducteur

Hg

Dépendance en température de la résistance
(pour un supraconducteur-metal)

«Basse» température (approx. <20 K): 
La résistance est due aux collisions 
avec les impuretés

«Haute» température (approx. >20 K): 
La résistance est due aux collisions
avec les ions.

Dépendance en température de la résistivité
(pour un métal)

8. Résistance et résistivité pour les métaux et pour d'autres matériaux. 
                  

Résistivités, en ohms-mètres, à 293 K et 1 atm (G 297)
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0

2 2

0
2

En statique:   

Equation  de Maxwell: 

( )       

Pour 0   0

V

V V V

Vρ

ρ
ε

ρ
ε

=−∇

∇⋅ =

⇒

∇⋅ =∇⋅ −∇ =−∇ ⇒ ∇ =−

= ⇒ ∇ =

E

E

E Eq. de Poisson

Eq. de Laplace

Les équations de Poisson et de Laplace 

0

1 ( ')
4 | ' |( )     

V

dVV ρ
πε −

= ∫
r

r rr

Notes:
1. Lorsque la densité de charge est complètement spécifiée, le potentiel peut être obtenu par:

Dans cette condition, l'équation de Poisson ou de Laplace n'est pas nécessaire. 
Cependant, de nombreux problèmes d'électrostatique impliquent une région finie de l'espace, avec ou sans charges à 
l'intérieur, avec distribution des charges inconnue à priori mais avec des conditions aux limites connues sur les 
surfaces de délimitation.

2. Conditions limites propres aux équations de Poisson et de Laplace pour définir un problème unique:
Condition de Dirichlet: Spécification du potentiel sur toute la surface fermée.
Condition de Neumann: Spécification du champ électrique sur toute la surface fermée.

J 34, G 113, Z 197,  Z 236
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Note: Théorèmes concernant les équations de Poisson et Laplace:

Soit un volume Ω (simplement ou multiplement connexe) et S sa surface. 

1. Si le potentiel V est donné partout sur S, 
la  solution V(x,y,z) de l’équation de Laplace est unique en Ω.

2. Si le potentiel V est donné partout sur S et la densité de charge ρ est donnée partout dans Ω,
la solution V(x,y,z) de l’équation de Poisson est unique en Ω.

3. Dans un volume entouré de conducteurs et contenant une densité de charge spécifiée ρ, le champ 
électrique est déterminé de manière unique si la charge totale sur chaque conducteur est indiquée (la 
région dans son ensemble peut être délimitée par un autre conducteur ou non limitée).

4. Si la densité de charge est zéro dans Ω, V(x,y,z) ne peut avoir ni des maxima ni des minima en Ω.

5. Si la densité de charge est zéro dans Ω, soit P(x,y,z) un point de Ω, et Σ une sphère de rayon R de 
centre P(x,y,z) . Alors le potentiel V(P) est égal à la moyenne de V sur la sphère. 

Ω

G 119, J 37
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Problème 1: déterminer le potentiel (et le champ électrique) créé par une charge q au dessus d’un plan conducteur mis à la masse. 
Solution: Les conditions aux limites sont:
-V(x,y,0)=0 sur le plan z=0.
-V(x,y,z)0 loin de la charge q (i.e., pour x2+y2+z2>>d2)

La solution de l’éq. de Poisson est unique pour des conditions aux limites données. Nous pouvons donc 
étudier un «problème équivalent» (beaucoup plus simple !!) qui a les mêmes conditions aux limites:

Force sur q (à partir de la charge image -q):

Exemple d’application de l’eq. de Poisson: la charge image 

2 2 2 2 2 20 0 1 2 0

1 ( ) 1 1( )  4 | ' | 4 | | | | 4 y ( ) y ( )
tot q q q qV dV

x z d x z dV

ρ
πε πε πε

 ′  = = − = −∫   − − − + + − + + +    

xx x x x x x x

2
1 2

2 2
0 012

1 1   4 4 4
q q qF r dπε πε= = −

Force sur q (à partir du potentiel) : 
2

2
0

1ˆ ˆ     (0,0, ) 4 4z d

V qF qE d q z dπε
=

∂
= = = − = −

∂
F z z

Problème «Problème équivalent»

G 124

Note:
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Problème «Problème équivalent»

2

0

1( )                      avec:          4
q q R RV q q br r a aπε

′  ′= + = − = ′ 
r

Centre de la sphere

Note: La configuration «équivalente» est parfois très difficile à trouver….

G 128

Problème 2: Une charge ponctuelle est située à une distance a du centre d'une sphère conductrice 
mise à la terre de rayon R. Trouvez le potentiel en dehors de la sphère.
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Electrostatique et Microtechnique
Ecran tactile

«Moteurs» piézo-électriques pour positionnement micro/nanométrique (avec capteurs de position capacitif)

1-axis 2-axis 3-axis

Capteur d’ empreintes digitales
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Accéléromètre et Gyromètre
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Résumé de l’électrostatique

ρ

V E

0

ρ
ε

∇ ⋅ =E

2
0

1 ( ) ( )( )
4 V

dVρ
πε

′ ′−
=

′−′−∫
x x xE x

x xx x
0

1 ( )( )
4 V

V dVρ
πε

′
=

′−∫
xx

x x

C

V d∆ = − ⋅∫E l

2

0

V ρ
ε

∇ =

V= −∇E
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